6. Netiesinis dinamikos uždavinys

6.1. Bendroji formuluotė
Kintant pridėtoms apkrovoms arba judant kūnams atsiranda taip vadinami dinaminiai efektai, kuriuos sukelia didesni greičiai ar jų pokyčiai. Dėl šių poveikių susidaro papildomos nuo masių išsidėstymo ir konstrukcijos savybių priklausančias inercijos ir slopinimo jėgas. Kūnuose su daugeliu laisvės laipsniu jų poveikis gana sudėtingas ir jo negalima išreikšti paprastu dinaminiu proporcingumo koeficientu. Išcentrinės jėgos, smūginės apkrovos, virpesiai, rezonansas, bangų sklidimas yra būdingi dinaminių reiškinių pavyzdžiai. Dinaminius reiškinius nagrinėja mechanikos šaka dinamika, kuriai priskiriamos įvairios teorinės disciplinos, tokios kaip virpesių ar bangų teorijos, ir taikomosios disciplinos kaip statinių, mašinų ar mechanizmų teorijos. 

Trumpai aptarsime bendrąjį netiesiškai deformuojamo kūno atvejį. Kūno būvį aprašo netiesinė dinaminės pusiausvyros lygtis, išreikšta poslinkiais. Netiesinėse sistemose būvis yra sudėtingas laiko bėgyje kintantis procesas, kur būvio kintamieji yra laiko funkcijos. 
Užrašant būvio lygtį diskretinei struktūrai, kurios dalinis atvejis yra iš baigtinių elementų sudaryta struktūra, struktūros mazginių poslinkių vektorius 
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Nesigilindami į laiko diskretizacijos ypatumus pagrindinius nežinomuosius apibrėžiame formalia priklausomybe.

Netiesiškai deformuojamos sistemos dinaminės pusiausvyros lygtį pateiksime be išvedimo, užrašydami ją tokia lygčių sistema arba matricine lygtimi:
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(6.1)

Lygtis (6.1) yra sudaroma naudojant vieną iš anksčiau aptartų diskretizacijos būdų (daugelis autorių pirmenybę teikia virtualiųjų poslinkių metodui). Pirmasis narys išreiškia inercijos jėgas, antrasis - slopinimo jėgas, trečiasis - sistemos vidines jėgas, o laisvasis narys - išorines jėgas. Ši lygtis yra netiesinio dinamikos uždavinio matematinis modelis. Kaip galima pastebėti visi į modelį įeinantys dydžiai visų pirma yra laiko t funkcijos, o taip pat priklauso nuo kūno būvio kintamųjų bei jų išvestinių laiko atžvilgiu reikšmių. Čia {U(t)} yra nežinomas diskretinės sistemos poslinkių vektorius,
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 yra pagreičiai, 
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 - greičiai. Duotus dydžius sudaro: [M] masių matrica, [C] - slopinimo matrica, [K] - standumo matrica, {F} - išorinių apkrovų vektorius, kurių reikšmės gali kisti deformavimo eigoje. 

Išraiška (6.1) yra pakankamai bendra ir gali praktiškai įvertinti visus deformuojamame kūne pasitaikančius efektus, įskaitant dinamiką, temperatūrą, valkšnumą, plastiškumą, geometrinį netiesiškumą, struktūrinius pakitimus ir pan. Priimant įvairius supaprastinimus, iš šio modelio galima sudaryti daugybę paprastesnių modelių aprašančių konkrečius efektus. 

Bendroji išraiška (6.1) turi algebrinę-diferencialinę formą ir nepriklauso nuo konkretaus diskretizacijos metodo. Nagrinėjant nežinomų funkcijų kitimą kūno tūryje diskretinių metodų pagalba, diferencialinės kūno priklausomybės yra išreiškiamos algebriniais operatoriais, tuo tarpu priklausomybė nuo laiko yra palikta diferencialinėje formoje. Koeficientų matricų [M], [C] ir [K] bei laisvųjų narių vektoriaus {F} sudarymas baigtinių elementų metodu yra analogiškas tiesiniams uždaviniams. Šios matricos pirmiausia sudaromos atskiriems baigtiniams elementams, o visos sistemos matricos sudaromos naudojant standartinę elementų surinkimo procedūrą. Išimtis yra slopinimo matrica [C], kuri dažnai sudaroma kaip [M] ir [K] kombinacija.

Diskretizuojant laiką, modelis (6.1) yra daugiau simbolinis ir nekalba apie laiko diskretizaciją, kaip jau buvo aptarta anksčiau. Diskretizuojant laiką bet koks procesas yra aprašomas kaip sistemos (kūno) būsenų atskirais laiko momentais seka naudojant anksčiau aptartas netiesinės mechanikos sąvokas ir metodus, susijusius su dydžių nagrinėjimu konkrečiuose konfigūracijose. To pasekoje lygtis (6.1) gali turėti keletą skirtingų realizavimo modelių priklausančių nuo įtempimų ir deformacijų matų (konkrečių įtempimų ir deformacijų tenzorių) bei diskretizacijos laike būdų. Reiškia formali priklausomybė U(t) irgi susiejama su konkrečiomis kūno konfigūracijomis. Tas pats pasakytina apie greičius 
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, taip pat lygties koeficientus [M(t)], [C(t)], [K(t)] ir laisvuosius narius F(t). Apie tokius dalykus užsiminsime nagrinėdami konkretesnius uždavinius, o kol kas apsiribojama pačiais bendriausiais teiginiais.

Atmetus galimus struktūrinius deformuojamos sistemos pakitimus, praktikoje dažniausia naudojama šiek tiek suprastinta modelio (6.1) išraiška:


[image: image8.wmf][

]

(

)

[

]

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

}.

 

,

}

{

}

{

{

}

{

 

 

},

{

}

{

 

}

{

 

t

t

t

t

t

U

 

,

U

F

U

U

K

U

C

U

M

&

&

&

&

=

+

+


(6.2)

Kaip matote čia [M] ir [C] nepriklauso nuo būvio kintamųjų, o [K] priklauso tik nuo poslinkių ir laiko.

Iš praktinių uždavinių, kurie neapsirašo modeliu (6.2) galima būtų paminėti dūžio uždavinį (crash phenomena). Tai smūgio tipo uždavinys dažnai sprendžiamas automobilių pramonėje, kai reikia prognozuoti automobilių avarijų pasekmes. Toks uždavinys turi įvertinti medžiagos klampio priklausomybę nuo smūgio greičio, kuri pasireiškia slopinimo priklausomybe 
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6.2. Apkrovos priklausomybė nuo būvio kintamųjų. 

Tiesinėje mechanikoje neiškyla apkrovų apibrėžimo problemos. Apkrovoms galioja prielaida, kad jos gali priklausyti tik nuo laiko ir visiškai nepriklauso nuo sistemos padėties (būvio kintamųjų reikšmių). To negalima pasakyti apie netiesines sistemas. Apkrovos padėties ir dydžio nustatymas judančiose ir besideformuojančiose sistemose reikalauja papildomų prielaidų ir hipotezių. Panagrinėkim paprasčiausią konsolę (6.1 pav.). Tiesinėse sistemose įprasta nagrinėti konservatyvią apkrovą (6.1 b pav.), kuri sistemai deformuojantis nepriklauso nuo sistemos būvio. Antruoju atveju (6.1 c pav.) apkrova juda ir keičiasi kartu su deformuojama sistema, o toks apkrovimas yra vadinamas nekonservatyviu. Jeigu sistema juda, gali atsirasti papildomų jėgų, priklausančių nuo judėjimo greičio. Dažnai tokios jėgos atsiranda dėl Koriolio pagreičio.

a)




b)



c)
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6.1. pav. Konservatyvios (b)) ir nekonservatyvios (c)) apkrovos iliustracija

Kitu nekonservatyvios apkrovos pavyzdžiu yra skysčių ir dujų slėgis į kietus kūnus, kuris priklauso nuo kūno būvio. Apibendrintai visą sistemą veikiančią apkrovą galima suskaidyti į atskiras dedamąsias:
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(6.3)

Čia {Fp} - nuo kūno būvio nepriklausanti apkrova, {Fu} yra nuo poslinkių, o {Fv }- nuo greičių priklausančios apkrovos. Nuo poslinkių priklausanti apkrova yra susijusi su konstrukcijos standumu konkrečiu laiko momentu ir gali būti išreikšta priklausomybe:
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(6.4)

Ją galima traktuoti kaip papildomą vidinę sistemos jėgą.

Analogiškai galima išreikšti ir nuo greičio priklausančia jėgą ir traktuoti ją kaip papildomą slopinimo jėgą.
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(6.5)

Įstačius jėgas (5.30-5.32) į (6.2) galima gauti tokią būvio lygtį.
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(6.6)

Nenagrinėdami detalios apkrovų klasifikacijos plačiau, aptarsime konservatyvumo sąvoką. Jeigu apkrovų darbas priklauso tik nuo sistemos pradinio ir galutinio būvio, apkrovos laikomos konservatyviomis, o jei darbas priklauso nuo apkrovimo kelio - nekonservatyviomis. Esant konservatyvioms apkrovoms, visos lygties (6.2) matricos yra simetrinės, o esant nekonservatyviomis [CF] ir [KF] - nesimetrinės. Tuo pačiu nesimetrinės yra ir suminės matricos [C] ir [K]. Apkrovos konservatyvumą taip pat galima susieti su tam tikromis energetinėmis savybėmis.

Esant konservatyvioms apkrovoms, (neįvertinant apkrovų priklausomybės nuo būvio kintamųjų), vietoje išraiškų (6.1) ar (6.2) dažniausia naudojama tokia dinaminės pusiausvyros lygties išraiška:
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(6.7)

Atmetus inercijos ir slopinimo jėgos lygtis (6.7) virsta netiesine statikos lygtimi:
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Nesunku pastebėti, kad pirmuosiuose skyriuose aptartas tiesinės dinamikos uždavinys
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yra dalinis netiesinio uždavinio (6.1) atvejis, o tiesinis statikos uždavinys 
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yra dalinis uždavinio (6.7) atvejis.
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